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1. Introduction 
Nous utilisons d'une part les relations connues entre fonctions de 
Legendre generalisees et polyn6mes et fonctions de seconde espece de 
Jacobi, d'autre part des formules relatives a ces derniers polyn6mes et 
fonctions, pour obtenir de nouvelles formules (fonctions generatrices, 
developpements en series, valeurs d'integrales definies) qui concernent 
les fonctions de Legendre generalisees. Quelques resultats ne decoulent 
d'ailleurs pas de formules publiees, relatives aux polyn6mes et aux 
fonctions de Jacobi. Comme cas particulier, nons avons des resultats 
relatifs aux fonctions associees de Legendre de degre entier et d'ordre 
quelconque [I, p. I85-I87, 326-334]. 
Sauf mention expresse, k designe un entier positif ou nul, m et n sont 
des nombres quelconques' reels ou complexes. 
Les fonctions multiformes (en general transcendantes), telles que 
(z-I)m/2, (z+ I)n/2, auront toujours leurs valeurs principales. 
· Les relations entre fonctions de Legendre generalisees et fonctions de 
Jacobi, que no us utilisons, sont les suivantes: 
(I) Pk<m,n>(z)= F(m~!k+ I) 2n(z-l)-<mf2>(z+ l)-(n/2) Pk+'(m-+nn>l2(z), 
ou Pk<m.n> et Pk+'(m7n>tz designent respectivement le polyn6me de Jacobi 
(definition de Szego) et la fonction de Legendre generalisee de premiere 
espece (definition de Kuipers et Meulenbeld), et ou z est hors de la 
coupure ( -oo, +I). 
(2) 
\ Pk<m.n>(x)= F(m+~+ I) . 
( . 2n(l- x)-<~~2)( I+ x)-(n/2) Pk+'(;,-_;''n>!z(X), -I< x =cos()< +I. 
(3) 
Qk<m,n) et Qk+'(;,-+'n>!z designent les fonctions de seconde espece de Jacobi 
et de Legendre generalisee (definitions des memes auteurs que ci-dessus); 
· z est hors de la coupure ( -oo, +I). 
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Compte tenu des deux relations, pkm,-n(z) = 2-n Pkm,n(z), z hors de la 
demi-droite (-co, -1), 
Q-m,-n (z)-e-i2mn2m-n F(n+k+l)k! Qm,n (z) k+<m+nl!Z - l'(m+k+ 1) F(m+n+k+ 1) k+<m+nl/2 ' 
z hors de la coupure (--co, + l), 
les formules (1), (2) et (3) peuvent aussi s'ecrire: 
(4) 
(5) F(k-m+ 1) (1-x)m/2 Pk<-m,n)(x)- ---Fm,n (x) 
- k! (1 +x)n!~ k-(m-n)/2 ' 
(6) 2mF(n+k-+-l) Qk(m,n)(z)=e-imn · (z-l)-(m/2)(z+ I)-(n/2) r:m,n . (z). l'(m+n+k+ 1) "tk+<m+nl/2 
2. Fonctions generatrices 
A) E. D. RAINVILLE [2, p .. 256] donne la fonction generatrice suivante 
des polynomes de Jacobi: 1) 
(7) ) 
~ F(m+n+k+ 1) p < l( ) k £.., m,n Z t -k~o F(m+n+ l) F(m+k+ l) k -
_ (1-t)-m-n-1 [m+n + 1 m+n. . . 2(z-l)t] 
- F(m+ 1) F 2 ' -~+I'm+ I' (I-t)~ . 
En rempla<;ant m par -m et portant (4), dans (7), nous obtenons: 
(8) 
~ F(k-m+n+ I) Fm,n ( ) tk-I £.., kl k-(m-n)/2 Z -k~o . F(I-m+n)(z+I)n/2 
____.:,=_----:-__;_ :..._____,,-7---., ( 1 _ t) m -n -1 . I. F(l-m) (z-I)m/2 
[ n-m+ l n-m 2(z-l) t] 
, ·F 2 ,-2-+l;I-m; (1-t)2 . 
La fonction hypergeometrique F s'exprime immediatement au moyen 
d'une fonction associee de Legendre de seconde espece: 
F(I-m+n) F[n-m+ 1 n-m I· 1 _ . 2(z -1) t] = 
F(l-m) 2 ' 2 + ' m, (1-t)Z 
i . (1-t)n-m+1[ t]m/2-1/4 { I-t } =-vne-~nn en+t [(z-1)2 Q~tt-! [2(z-I)t]l' 
avec e=(l-2zt+t2)t. 
r) Cette formule resulte aisement d'un developpement plus general du a G. Watson. 
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La formule de Whipple [1, p. 112], 
, { 1-t } .. (n)t[(z-l)t]l (1-t) Q":_-tn'-t [2(z-l) t]t = teW" F(n-m+ l) e ~ Pnm -(!- ' 
nous donne finalement: 
00 F(n-m+k+l) . (t)m/2(z+l)n/2 (1-t) (9) k~o F(n-m+ l) k! P£::_~m-n)/2 (z) tk ~= 2 en+l Pnm -(!- . 
Dans cette formule, (! a la determination qui lui donne la valeur + l 
pour t=O. z est quelconque, en dehors de la demi-droite ( -oo, -1), 
z# + l; en effet (9) est aussi v.alable pour z=x=cos ().t doit verifier 
l'inegalite [t[ < [t1[, ou t1 designe la racine de plus petit module de 
l-2zt+t2=0 (pour z=cos (), [h[=[t2[=l). 
Pour m=n, nous obtenons la serie generatrice des fonctions associees 
de Legendre de premiere espece, de degre entier et d'ordre quelconque: 
(10) km Z t - --- -- mm -- . Loop ()k-[(z+l)t]m/2 l p (1-t) k~O 2 (!m+l (! 
Nous remarquons que le second membre de la formule (7) de Rainville 
s'exprime aussi au moyen d'une fonction associee de Legendre. Par la 
meme methode que pour la relation (8), nous trouvons aisement: l ~ F(m+n+k+ l) P (m,n>(z) tk = k-:-o F(m+n+ I) F(m+k+ l) k 
= [(z:l) tJn;z enl+l Pn-m c; t)' (11) 
ou z est hors de la coupure ( -oo, + 1). Pour Z=X=COS 0, z-1 est a 
remplacer, au second membre, par 1-x. 
B) La fonction generatrice de BATEMAN [2, p. 256]: 
I F(m+ l) F(n+ l) Pk<m,n>(z) tk = 
k~o F(m+k+ l) F(n+k+ l) 
( z-1 ) ( z+ l ) =oF1 l+m;-2-t oF1 l+n;-2-t , 
ou 
"" F(a)zk 
oFl(a; z) = k~o F(a + k) k!, 
no us donne en · suivant la me me methode: 
(12) l oo pm.n ( )tk L k-(m-n)/2 Z . = k~o F(n+k+ l) k! l (z+l)n/2 z-1 z+l 
= F(l-m) F(l +n) (z-l)m/2 oF1( 1-m; ~t) oF1 ( l +n; - 2-t)-
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D'autre part Ia(z) designant la fonction de Bessel modifiee de premiere 
espece classique, nous avons: 
( z)a "" (z/2)2k Ia(z) = 2 k~o F(a+k+ 1) k! · 
II en resulte la relation: 
0F 1 (1+a; z)=T(a+1)(!ria(2zl). 
Par suite, la formule ( 12) devient: 
( 13) I P'f::_~m-nl/2 (z) fk = (!.-)(m-n)/2 Lm {[2(z-1)t]l} In{[2(z+ 1)t]l}. k~oT(n+k+1)k! 8 -
Dans cette relation, de meme que dans (12), z est hors de la coupure 
(- oo, + 1) et t est quelconque, reel ou complexe. 
Pour m=n, nous obtenons: 
(14) I F( pkmkx) fk) kl =Lm {[2(z- 1) t]!} I m {[2(z + 1) t]!}. k~o m+ + 1 . 
Supposons maintenant z=cos (), O<fJ<n. II n'y a pas de difficulte 
pour effectuer le passage a la limite Z=COS fJ+ie, E __,.. 0. Nous avons: 
P'f::_~m-nl/2 (cos () + i. 0) = e-im(n/2) P'f::_~m-nl/2 (cos ()), 
Lm{[2(cos ()- 1 + i · 0) t]!} = Lm(ei(n/2) 2tl sin ()j2) = 
= eim(n/2) J -m(ei" 2 tl sin fJ/2) 0= e-im(n/2) J -m (2tt sin ()j2). 
D'ou: 
(15) I P'f::_~m-nl/2 (cos()) fk = (!_)<m-n)/2J _ (~t!sin~) I ((2tl cos~) k~o T(n+k+ 1) k! 8 m 2 n 2 ' 
ou t est encore quelconque. 
C) Fonctions generatrices deduites de celles de BRAFMAN [2, p. 271-272]. 
La formule generale de Brafman: 
T(l+m) T(l +n) I T(a+k) T(m+n-a+k+ 1) pkm,n(z)tk = 
T(m+ n- a+ 1) k~o F(a) F(m+k+ 1) T(n+k+ 1) 
=F(a,m+n-a+1; 1+m; 1 -~-t) · 
· F(a,m+n-a+1; 1+n; 1-;+t), 
ou a est quelconque, It I assez petit et e = ( 1- 2z t + t2)!, no us donne: 
~ T(a+k)T(n-rn-a+k+1)tk pm.n (z)= 
k-=-o T(a)T(n-m-a+ 1)T(n+k+ 1) k! k-!m-nl/2 
(16) 1 (z+l)n/2 ( .. 1-e-t) T(1-m) T(1 +n) (z-1)m/2 F a, n-m-a+ 1, 1-m, 2 . 
( 1-e+t) ·F a,n-m-a+1; 1+n; 2 , 
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formule valable pour a quelconque, z hors de la coupure (- =, -1- l) et 
ltl < ltrl, ou t~, comme pour la formule (9), designe la racine de plus petit 
module de I' equation e2 = 0. La determination de e est encore choisie 
egale a + l pour t= 0. 
Pour z=x, -l <x< + l, nous trouvons de meme une formule analogue 
a (16), ou au second membre, (z-l)m/2 est remplace par (l-x)m/2. 
Au second membre de (16), les deux fonctions hypergeometriques 
peuvent etre exprimees au moyen de fonctions de Legendre generalisees 
de premiere espece: 
T(I~m)F(a,n-m-a+l; l-m; 1-:-t)= T(I~m)(e+~+tr. 
( l-e-t) (e-l+t)m/2 _ 
· F 1-m-a, a-n; l-m;--2-- = 2n (e+l+t)n/2 P"'!:..·u!'<m-nl;z(e+t) = 
(e-l+t)m/2 
= (e+ l+t)n/2 P"'!:..·::-<m-nl/2 (e + t), 
1 ( I-e +t) T(l +n) F a,n-m-a+l; l+n; 2 = 
(e + 1 _ t)m/2 _ (e + 1 _ t)m/2 _ _ 
= 2-m (e _ 1 _ t)n/2 P -~·-'(m-nl/2 (e- t) = (e _ 1 _ t)n/2 P -~"-- <::!-nl/2 (e- t), 
(e-l 1-t) (e+l-t)= -2(z-l)t, (e+l+t) (e-1-t)= -2(z+l)t, 
- (z-l)=eH"(z-1), - (z+ l)=e'fin(z+ 1), 
avec le signe superieur de l'exposant si Im z > 0 et le signe inferieur si 
Im z<O. 
Nons obtenons done: 
(17) k~o T(a) T(n-m-a+ 1) T(n+k+ l) k! k-<m-nl/2( l ~ T(a+k) T(n-m-a+k+ 1) pm.n z) tk= 
= (e'fi"2 t)<m-n)/2 P"'!:..·:i'-<m-nl/2(e + t) P=~·-(:J:-nl/2 (e- t), 
ou le choix du signe de l'exposant est fait comme il vient d'etre indique, 
ou z est quelconque en dehors de l'axe reel, et ou ltl < ltll, tl ayant la 
memp, signification que pour la relation (16). 
En particulier, pour m = n, 
(18) "" T(a+k) T( -a+k+ 1) m k _ n m -m ! T( +k l)k' Pk (z)t --.-P_u(e+t)P_u(e-t), 
k=o m + . sman 
valablf~ cette fois pour z hors de la coupure ( -1, + 1), ltl < ltrl 1). 
k dPsignant maintenant un entier fixe, positif ou nul, les series 
precedentes ne comprendront plus que k + l termes, si a= - k. 
r etant un en tier et k etant suppose d'abord non en tier, nous avons: 
T(r-k) T(k+ 1) 
T(-k) =(-k) (1-k) ... (r-k-1)=(-1)T T(k-r+l)" 
-----
1 ) On sait en effet que pour k entier, quel que soit m, la coupure d'uniformisation 
' de pkm se reduit du segment ( -1, + 1). [1, p. 187]. 
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(17) devient done: 
( 19) 
( ~ F(n-m+k+r+1) (k) pm.n . z) (-t)r= 
) r-=-o F(n-m+lc+ 1) F(n+r+ 1) r r-(m-n)/2 ( 
(\ . (k) /cl _ (e'fi:n2t)(m~n)/2 pm,n ( + t) p-n, -m ( t) _ · 
- k-(m-n)/2 (! /,;-(m-n)/2 e-- ' r - r! (/c-r)!' 
avec les memes conditions de validite. 
Pour m=n: 
(20) 
z hors de la coupure ( -1, +I), ltl < lh!. 
3. Developpements en series 
Dans tout ce paragraphe, nous supposons - 1 < x < + l. 
A) A. ERDELYI et al. [3, p. 212] donnent le developpement suivant: 1) 
(1-x)"'= 2"' F(,x + m-t- I) I (m+n+2k+1) F(m+n+k+1) F(k-,x) pk(m,n) (x). 
k~o F(m+lc+1) F(m+n+,x+k+2) F( -,x) 
Nous en deduisons, par application de (5): 
(2I) 
~ (1--x)m/2 (1-x)"'=2"' F(,x-m-1- I) . · 
' (I +x)n/2 
) . ~ (n-m+2k+I)F(n-m+k+1)-F(k-,x) pm.n . (") 
\ k-=-o k! F(n-m-t-,x-t-k-t-2) T( -,x) k-(m-n)/2 x' 
valable pour Re(,x-(m/2))>-!, ,xcfm-l. 
Pour m=n, nous retrouvons un developpement connu [l, p. 330]. 
En particulier, pour <X=r, entier positif ou nul, 
(22) 
\ 
(1-x)m/2 ( 1 - x )' = 2r F( r- m + 1) . (1 +x)n/2 
) . ~ (-1)k(n-m+2k+I) F(n-m-t-k+1)(r)pm.n (x) 
~ k-=-o F(n-m+r+k+2) k k-(m-n)/2 ' 
developpement valable quels que soient r, n et m; r cf m- 1, m- 2, .... 
On en deduit facilement le developpement correspondant, lorsque x = z 
est hors du segment ( -1, + 1). 
Pour m=n, 
(23) ( 1-x)m/2 r ( -I)k (2k+ l) (1-x)'=2rr! F(r-m-t-1) -1-- L ( -k)l ( k 1)1 Pkm(x). +x k~o r . r+ + . 
1) Dans le developpement d'Erdelyi, r (m + n + 2k + l) est a remplacer par 
m + n + 2k + l. 
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B) Soit maintenant k quelconque, reel ou complexe. 
Nous avons: 
I (l+x)n/2 ( 1-x) 
P%'_:_(m-n)t2(x) = T(l-m) (l-x)m/2 F -k, k-m+n+ I; 1-m;~ = 
(l+x)n/2 00 T(k-m+n+r+ I) T(r-k) (1-x)r 
= (1-x)m!2r~of'(k-m+n+1) 1'(-k)J'(l-m+r)r! -2- ' 
et, par application de (23): 
( 1 + x)<n-m)/2 pm.n (x) _ -=-"'.,...--'---:.....__--:---~ k-lm-n)/2 - T(k-m+n+l) 1'(-k) 
. I I F(k-m+n+r+ 11) F(r-k) ~ -l)8 (2s+ I) Psm(x) = r~o s~o (r-s). (r+s+ I). 
(I +x)<n-m)/2 oo 
= F(k-m+n+l)f'(-k),~o (-1)s(2s+l)Psm(x). 
00 F(k-m+n+r+s+ I) F(r+s-k) (I +x)<n-m)/2 .~o r! (r+2s+l)! = F(k-m+n+l) I'(-k) 
. I ( --I)s(2s+ I) Psm(x) T(k-rn+~+~+ II) T(s-k) . 
s~o (2s , I). 
· F(k-m+n+s--!--1, s-k; 2s+2; 1). 
Finalement: 
pm.n (x) = F(m-n+ I) F(k+ I) (I +x)<n-m)/2. 
k-(m-n)/2 l'(k-m+n+ I) 
(24) I (2s+ I) T(k-m+n+s+ I) p ( ) 
. s~o I'( -k+m-n+s+ I) l'(k-s+ I) l'(k+s+ 2) 8m x' 
formule valable pourvu que Re (2n-m)<i, m-n=ft -1, 2, .... Rappelons 
que les fonctions associees de Legendre, P8m(x), sont orthogonales sur le 
segment ( -1, +I). 
00 k 
Pour k entier positif ou nul, L est a remplacer par L et la condition 
s~o s~o 
Re (2n-m) <I est a supprimer. Resultat analogue pour k=m-n-p-1, 
p entier positif ou nul. 
Pour m = n, nous retrouvons le developpement de Dougall: 
pkm(x) = - -- L ( -l)s - + -- Psm(x), sin kn 00 ( I I ) 
n s~o s-k s+k+ I 
valable si Re m < i· 
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C) La formule (22) nous permet d'ecrire, k etant quelconque: 
1 00 
P£'.:_(m-nl/2(x) = I'( -k) I'(k-m+n+ 1) .~ F(k-m+n+r+ l) T(r- k) · 
. *' ( -l)s(n-m+2s+ l) F(s-m+n+ l) pm,n (x) = 
.-:-o s! (r-s)! I'(n-m+r+s+2) s-(m-n)/2 
l 00 (- l )8 1 
1'(-k) F(k- l) L - 1-(n-m+2s+1) T(s-m+n,l) m+n+ s~o 8 . 
. pm.n . (x) ~ T(k-m+n+r+s+l) T(r+s-k) = 1 
s-(m-nl/2 ,-:-0 r! T(n-m+r+2s+2) I'( -k) I'(k-m+n+l) 
00 ( J)S L --=-t (n-m+ 2s+ l) T(s-m+n+ 1) Pr;':_~m-nl/2(x) · 
s~o 8 · 
T(k-m+n+s+ l) T(s-k) 
I'(n-m+ 2s+ 2) 
l 
F(k-m+n+s+l,s-k; n-m+2s+2; l) = 1'(-k) I'(k-m+n+ 1) 
~ (-l)&(n-m+2s+l) I'(n-m+s+l) T(k-m+n+s+l) T(s-k) pm.n (x) 
,-:-0 s! T(s-k+l) T(k--m+n+s+2) s-(m-nl/2 · 
N ous o btenons done : 
(25) 
~ P£'.:_(m-nl/2(x) = 1'(.-k) T(kl-m+n+ l) 
) 00 ( J J ) ( - J )S ~ • 8~ s-k + s-m+n+k+ 1 _s_!_ T(n-m+s+ l) Pr;':_~m-nl/2(x), 
developpement valable pour Re n < i· 
Pour m = n, no us retrouvons encore le developpement de Dougall. 
4. Oalcul d'integrales dlfinies et formules faisant intervenir des integrales 
dlfinies 
A) En utilisant les proprietes d'orthogonalite bien connues des poly-
nomes de Jacobi, la relation (5) nous montre que les fonctions P£'.:_(m-nl/2(x) 
sont orthogonales sur l'intervalle (- l, + l): 
1 
(26) J P£'.:_(m-nl/2(x) P''[':_(m-nl/2(x) dx=O, 
-1 
(27) J1 [Pm.n (x)]2dx = ---=----2_n_-n....,!+=l.,.k_!_T_(.:_k_+__,n-=+,.,1~) ___ . __ 
_ 1 · k-(m-nl/2 (2k-m+n+ l) T(k-m+ l) I'(k-m+n+ l)' 
k et l entiers positifs ou nuls, k+l, Rem< l, Re n> -l. 
(28) 
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Du developpement (24) et des formules relatives aux fonctions de 
Legendre, P8m(x), analogues a (26) et (27), resulte: 
( J Psm(x) P;;>~~m-n)Jz(X) (1 +x)(m-n)/2 dx = 
) -1 
) 2F(k+ 1) F(m-n-+- I) F(k-m+ n-+-s-+- 1) F(m+s-+- 1) 
~ F(k-m-t-n-+- I) F(k--s-+- 1) F(m-n- k-+-s-+- I) F(k-+-s-+- 2) F(s-m-+- I)' 
formule qui suppose s entier, k quelconque, - 1 <Rem< + 1 et 
Re (n-m)<l. 
De meme, nons obtenons, par application du developpement (25) et 
des formules (26) et (27): 
(29) 
( 1 
l I P>;>_:_(m-n)/2(x) P;;>~~m-n)/2(x) dx = 
' -1 ) ( - 1)8 211-m +1 r ( n + 8 + 1) 
r F( -k) l'(k-m-+-n+ 1) F(s-m+ 1) (s-k) (s-+-k-m-+-n-+- 1)' 
valable pour k quelconque, Rem< 1, Re n> -I. 
Pour m=n, nous retrouvons bien, au moyen de (28) ou de (29), la 
formule relative aux fonctions associees de Legendre [I, p. 333]: 
J pkm(x)Psm(x) dx= 2F(m-+-s+ 1) sin (k--s)n 
_ 1 (k+s+ I) l'(s-m-+- 1) (k-s)n 
B) Nous revenons a k entier positif ou nul. Erdelyi et al. [3, p. I7I] 
donnent la formule: 
1 
Qk(m,n)(z) = l(z -1)-m(z+ I)-n I (z- t)-1 ( 1- t)m( 1 + t)n Pk(m,nl(t) dt. 
-1 
(30) 
Par application des relations (1) et (3), nous obtenons: 
~ eimn Qk"+(;,-+';,);2(z) = l(z _ 1 )-(m/2l(z + 1 )-(n/2) . 
( 1(1-t)m/2(1+-t)n/2 
. I Pk"+""i;,-+~.);z(t) dt, 
_ 1 Z--t -
(31) 
~ e-imn Q;;>_:_~m+nl/z(Z) = l(z- I )m/2(z + 1 )n/2 . 
(- 1(1-t)-(m/2)(1-+-t)-(n/2) 
. I t - Pfc'_:_~m+n)/2 (t) dt. 
-1 Z-
Ces deux relations supposent z hors de la coupure (-I, +I). Pour la 
premiere, Re m > - I, pour la seconde Re m < 1. 
S o m-+-n 0 l l 0 l" , 0 d , I A ~ - 2- est ent~er, es re atwns mea1res e recurrence etant es memes 
pour Q;;>_:_~m+nlJz(z) et pour P;;>_:_(m+nlJz(t), lorsque leur indice inferieur varie 
seul, nons deduisons de (3I): 
1 p m,n(t) (32) e-im"Qkm,n(z)=l(z-J)m/2(z-+-1)n12I(1-t)-(m/2)(I+t)--(n/2) k dt, 
-1 z-t 
avec Rem< l. 
23 Series A 
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Et, pour m=n=O, -1, ... , -k: 
Ou moyen des relations bien connues 
-m - _ m (k-m)! m -m _ (k-m)! m 
Pk (t)-( 1) (k+m)! Pk (t), Qk (z)- (k+m)!Qk (z), 
nous en tirons la formule: 
(33) 
valable cette fois pour k et m en tiers positifs ou nuls, m < k 1 ). 
Rempla9ons maintenant m par -m dans (30) et appliquons les deux 
relations: 
il vient: 
(34) e-imn Qm.n (z) = .1 (z-1)m/2 f1 (1 +t)n/2 P'f::...~m-nl!2(t) dt, k-(m-n)/2 2 (z+ 1)n/2 -1 (1-t)m/2 z-t 
formule valable pour k entier positif ou nul, Rem< 1, Re n> -1. 
Et, pour m=n: 
(35) e-imn Qkm(z)= i (z-l)m/2 1 (1 +t)m/~,pkm(t) dt, 
z+1 _1 1-t z-t 
valable pour - 1 < Re m < l. Pour m en tier non nul, bien que l'integrale 
ait encore un sens, cette formule n'est pas applicable. 
C) Nous donnons maintenant la transposition, dans la notation des 
fonctions de Legendre de premiere espece generalisees, d'un certain 
nombre d'integrales de polynomes de Jacobi, contenues dans [5, p. 284-288]. 
Les formules de ce livre sont designees par E (1), ... , E (20). Nous 
appliquons la relation (5) ci-dessus. 
E ( 1) no us donne ainsi: 2) 
1 f (1-x)-<m/2) (1 +x)""-(n/2) P];':...~m-nl/2(x) dx= 
-1 
2""-m+l F(a+ 1) T(a-n+ 1) 
F(a-n-k+ 1} F(a-m+k+ 2)' 
1) Cette formule s~ trouve dans l'article de L. Kuipers [4, p. 152], mais avec 
en trop le facteur ( -2)m. 
2) Dans E (1) de [5, p. 284], il manque, avec les notations de cette formule, le 
facteur n !, au denominateur. 
343 
ou, en rempla9ant a par a+n/2: l J (1-x)-(m/2) (1 +x)" Py;:_(m-nl/Z(x) dx= (36) - 1 = 2"-m+(~/c)+l I'( a+ (n/2) + 1) I'(a- (n/2) + 1) 
l'(a-(n/2)-k+1) F(a--m+(nj2)+k+2)' 
resultat valable pour Rem< 1, Re (a+n/2) > -11). 
E (2), pour Re (e-m/2) > -1, Re n> -1: 
) 
} (1-x)Q(1 +x)n/2 FY:'-(m-nl/Z(x) dx = 
(37) - 1 = 2Hm/2)+n+lT(n+k+1)I'(e-(m/2)+1)I'(-e-(m/2)+k) 
\ 
T(k-m+l) 1'(-e-(m/2)) F(e+(mj2)+n+k+2) · 
E(3), pour Re(e-(m/2))>-1,Re(a+(n/2))>-1: I J (1-x)Q(l +x)" F)~'-(m-nl/Z(x) dx= 
(3S) - 1 2H"_(m-n)/2+1 I'(e-(m/2)+1) I'(a+(n/2)+1) 
) = T(l--m)I'(e+a-(m-n)/2+2) · 
~ · 3 F2( -k, n-m+k+1, e- (m/2)+1; 1-m, e+a-- (m+n)/2+2; 1) 2). 
E(6), pour Re m<O, Ren>-1: 
1 [PY:'-(m-nl/2(x)J2 dx = _ 2n-m k! I'(n+k+ 1) . 
(39) _1 1-x m J'(n--m+k+ 1) l'(k-m+ 1) 
E (7), pour Rem<!, Re n> -1: 
(40) J1 [PY:'-(m-nl/2(x)J2 dx= 2n-4m+l T(!-m) I'(n+2k+ 1) 
_ 1 (1-x)m Vn I'( 1-m) I'(n- 2m+ 27c+ 2) · 
E(8), pour Re(2m-n)<2k+1,Ren>-13): 
( 41) 
1 [P7::_(m-nl/2(x)]2 dx = 
_ 1 (1-x)m-n-2k 
22n-2m+2k+l I'(n+ 2/c-i-1) [I'(n-m+ 2k+ l )]2 T(n- 2m+ 2k+ 1) 
[T(k-m+ 1)]2 [I'(n-m+k+ 1)]2 I'(2n-2m+4k+2) 
E ( 10), pour Re l < 1, Re n > - 1 : 
( 1 
( 42) 
~ _{ (1-x)<m-ll/2 FY:-'--(m-nl'Z(x) Ft!':il-nl/2(x) dx= 
J 2n-Z+1 k! T(n+k+ 1) I'(n-m+ 2k+ 1) 
~ = F(k-m+1) T(n-m+k+1) T(n-l-t-2k+2)' 
1) Pour met (m + n)/2 entiers, nous retrouvons la formule (5) de [4, p. 149], 
dans laquelle la condition Rea > - l doit etre remplacee par Re (a + n/2) > - l. 
La condition Re m < l disparait alors. 
2) Au second membre de la formule E (3), p. 284, il faut rajouter le facteur 
F(!X + n + l) 
n! F(IX + l) 
3 ) Dans E (8), p. 285, la condition Re (21X + {3) > - l doit etre remplacee par 
Re{'21X + {3) > - 2n - l. 
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E (11), pour Rel<O, Ren> -1: 
( 43) 
~ I1 ( l- T)lm-l)/2-1 prn.n (x) pl.n (x) da: = • k- (rn-n)/2 k- (l-n)/2 • 
-1 
) 2n-l k! F( -l) F(n+k+ 1) 
~ 1'(1-m)l'(k-l+1)1'(n-l+k+l)' 
Dans les formules suivantes, l est un entier positif ou nul, de meme 
que k. 
E (12), pour Rem< 1, Rea> -1: 
( } (1 + x)(a-n)/Z P!;'~~rn-nl/Z(x) F'i'~'lrn-al/Z(x) dx = ~ -1 
) 2a-m+l k! F(n-m+k+l+ 1) F(a+l+1) F(n-a+k-l) 
\ = (k-l)! l'(l-m+ 1) F(n-m+k+ 1) J'(a-m+k+l+:l) l'(n-a)' 
(44) 
E (13), pour Rem< 1, Re (n+a)> -1: 
I (1 +x) (atn)/2 prn.n (x) pm.a (x) dx-
·· k-(m-n)/2 l-(m-a)/2 -
-1 ) 
1 
(45) 2n-m-ta+l F(k+l-m-t-1) F(n+k+1) F(n+a+1) F(a+l+l) 
= l'(k-m+1) l'(l-m+1) f'(n-m+a+lc+l+2)J'(n+k-l+l)f'(a-lc+l+1) · 
E(14), pour Rem<1, Re(n-m+a)>-k-l-t-1:1) l I1 (1-1-x)-m+(n+a)/Z+k+l pm.n (x) pm,rr (x) dx =' lc- (m-n)/2 l- (m-a)/2 -1 
2n+a-2m+k+l+l F(n-m+a+k+l+ 1) 
( 46) J = 1'(/c--m+l) l'(t-m+l) l'(n-m+/i;-J-1) · 
' F(n-m+k+l-t- 1) F(a-m+k+l+ 1) F(k+l-m+ 1) 
\ l'(a-m + l + 1) f'(n+ a- 2m+ 2/c + 2l + 2) 
E(15), pour Rem<1,Rea>k-l2): 
-1 ) J (1 +x)<rr-n)/2+1-k-l F/;'~~m-n)/Z(x) P'i'~'lm-rr)/Z(x) dx = (47) 2a-m+l-k[! F(n+k+1) F(a+l-k)F(a-n+l-k) 
=(le-t)! J'(t--m+l) l'(a-m+l+1)1'(n+k-l+1) l'(a-n+~l-2/c)' 
E(16), pour R3n>-1,Ree<1:3) 
(48) ) 
1 
I ( 1 - x)lm-e)/2 pm.n (x) pe.n (x) dx = k- (m-n)/2 l- (g-n)/2 
-1 
2n-et-1 k! F(n-m+k+l+ 1) F(n+k+ 1) F(e-m+k-l) 
= (k-l)! l'(k-m+ 1) l'(n-m+k+ 1) l'(e-m) l'(n-e+k+l-t-:!.)' 
1) Dans E (14), p. 286, la condition Re (<X+ {3 + a) > - 1 doit etre remplacee 
par Re (<X + {3 + a) > - m - n - l. En outre, au denominateur du second 
membre, F(<X + a+ n + 1) doit etre remplace par F(<X + a+ m + 1). 
2) Dans E (15), p. 286, la condition Re"' > 0 doit etre remplacee par Re"' > - l. 
3 ) Dans E (16), p. 287, n! est a remplacer perm!, F(e -"' -- m + n) et r (e -<X), 
respectivement, par F(<X - 12 - m + n) et F(<X - (!). 
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E (17), pour Re n> -1, Re (m+e) < 1: 
) J (1-x)-<m+e)/2 Pr.:_~m-nJ/2(x) P}._nle-nJ/2(x) dx = -1 (49) ( -l)k-l2n-m-e+l T( -m-e+ 1) T(n+k+l+ 1) 
= F( -m+k-l+ 1) l'(n-m-e-t-k+l-+-2) 1'( -e-k+l+ l) · 
E (18), pour Re n> -1, Re (m+e-n)<k+l+ P): 
(50) 
1 
I ( 1- x)-<mH)/2+n+k+l Fm.n I (x) pe.n (x) dx = k- (m-n) 2 l- IQ-n)/2 
-1 
( -l)k-l22n-m-e+k+l+l T(n+k+l+ 1) T(n-m+k+l+ 1) 
T(k-m+ 1) F(l-Q+ 1) J'(n-m+k+ 1) 
T(n-e+k+l+ 1) T(n-m-e+k+l+ 1) 
l'(n-e+l+l) F(2n-m-e+2k+~l+2) · 
E (19), pour Re n> -1, Re e<l-k: I I1 (1-x)<m-e)/2-k+l-1 pm.n (x) Fe.n 1 (x) dx = k- (m-n)/2 l-Ie-n) 2 -1 
2n-e-k+l k! T(n+ k+ 1) T(e --m+ 2k- 2l + 1) 
(51) I = (k-t)! P(l-e+ 1) 1'( -m+k-l+ 1) T((!-m+k-l+ l) · T( -e-k+l) 
· l'(n-e+l+ 1)" 
E(20), pour Ren>-1, Rer>-1: 
1 
I ( 1- X)T+(m+Q)/2( l + x)(n-a)/2 pm.n (x) pe.a (x) dx• = I k-(m-n)/2 l-le-a)/2 
-1 
(52) 2T+n+l T(k-m- r) F(n+k+ 1) F(r+ 1) 
1 '(k-m+ 1) 1 '( -m- r) P(1-e) l'(n+ r+k+ ~) 
·4F3( -l, a-e+l+1, r+1, r+m+l; 1-e, n+ r+k+2, r+m-k+1; 1). 
D) D'une fa<;on analogue, nous donnons ci-apn3s la transposition, 
dans la notation des fonctions de Legendre generalisees de premiere .et 
de seconde especes, de formules contenues dans un article de B. R. 
BHONSLE [6, parag. 2] 2). 
Nous appliquons les formules (5), (6) ci-dessus et 
Qkm,-n(z) = 2-n Qkm,n(z). 
Toutes les formules obtenues supposen~ Rem< 1, Re n > - 1 et si 
m=n, -1 <Rem< l. En outre, z est hors de la coupure ( -1, + 1). 
Nous avons ainsi, pour p entier, O<,p<,k: 
(z-1)m/2 1 (1 +t)n/2 tP 
e-imn zP Qm,n (z) - 1_ s Fm,n (t) dt k-lm-nl/2 - 2 (z + J)n/2 _1 ( 1- t)m/2 (z _ t) k-lm-n)/2 ' (53) 
1 ) Dans E (18), p 287, la condition Re (<X+P+e) > -1 est a remplacer par 
Re (<X+P+e) > -m-n-1. 
2 ) Dans cet article, il est preferable de remplacer la condition generale lxl > 1 
par x hors du segment (- 1, + 1). 
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Et, pour m=n: 
(54) ( z-1)m/2 
1 (1 + t)m/2 tP 
e-imn zP Qkm(z)=i - J - - pkm(t) dt. 
z+1 _1 1-t z-t 
Si F(z) est un polynome de degre inferieur ou egal a k, (2.3) de !'article 
pre cite devient: 
(55) 
(56) 
(2.4): 
(57) 
1 (1 +t)n/2 k! T(n+k+ 1) f tk pm.n (t) dt- 2n-m+k+l ~--'----,..,.----'-:-:-
_1 (1-t)m/2 k-lm-n)/2 - T(n-m+2k+2)' 
(58) 1 (1+t)m/2 T(m+k+1) 
_{ 1_t fkpkm(t)dt=2 (2k+ 1)!! ,(2k+1)!!=1.3 ... (2k+1). 
(2.5): 
(59) 
( e-imn zk+l (z + l)n/2 Q};".:_~m-n)/2 (z) = 
) (z-l)m/2 
) 1 J1 (1+t)n/2fk+l mn 2n-m+kk!T(n+k+1) ~ 2 _ 1 (1-t)ml2(z-t) Pk.:_lm-nl!z(l) dt + T(n-m+2k+2) ' 
(60) ) 
( z+1)mn e-imnzk+l _ Qkm(z)= 
z-1 
_ 1 
1 (1+t)m/Zfk+l m T(m+k+1) 
-
2
_{ 1-t z-tpk (t)dt+ (2k+1)!!' 
(61) 
1 fk+l k I 
zk+l Qk(z) = t J - Pk(t) dt + --·-
_1 z-t (2k+ l)!! 
(2.8): 
(62) 
(63) 
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Des deux formules (62) et (27) resulte, puisque z~t =- 1 + z~t: 
1 [Pm,n (t)]2 
l. J k-(m-nl/2 dt=e-imn pm.n (z) Qm,n (z) 
2 -1 z-t k-(m-n)/2 k-(m-n)/2 ' (64) 
avec cas particulier immediat, m = n. 
(2.9), p etant un entier positif ou nul: 
~ . (z+ 1)n/2 1 (1 +t)n/2 tk+p e-~mn zk+p (z- 1 )m/2 Qk'.:.(m-n)/2 (z)- t f ( 1- t)m/2 z- t Pf:.:.(m-nl!2(t) dt = 
( 65) - 1 
) 2n-m+k k! T(n+k+ 1) v- 1 (k+r) 
( = T( 2k 2) L F(-r,k-m+1;n-m+2k+2;2), 
, n-m+ + r~o r 
pour p = 0, le second membre est nul. m = n: 
(66) 
~ ( z+1)m/2 1 (1+t)m12 tk+p e-imnzk+p __ Qkm(z)-l J -- --Pkm(t)dt= z-1 _1 1-t z-t 
) = T(m+k+1) v~1 (k+r) F (- k- 1· k 2 2) 
\ (2k+1)!! ,=o r r, m+ ' 2 '+ ; · 
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